Fibonaccin luvuista Zeckendorfin lukujärjestelmään by Stenlund, Jan
Fibonaccin luvuista Zeckendorfin lukujärjestelmään
Jan Stenlund
op.nro. 013598156
Ohjaaja Mika Koskenoja
2. huhtikuuta 2014
  
 
Tiedekunta/Osasto  Fakultet/Sektion – Faculty 
Matemaattis-luonnontieteellinen tiedekunta 
  
Laitos/Institution– Department 
Matematiikan ja tilastotieteen laitos 
Tekijä/Författare – Author 
Jan Stenlund 
  
Työn nimi / Arbetets titel – Title 
Fibonaccin luvuista Zeckendorfin lukujärjestelmään 
  
Oppiaine /Läroämne – Subject 
Matematiikka 
 
Työn laji/Arbetets art – Level 
Pro gradu -tutkielma 
  
Aika/Datum – Month and year 
18.3.2014 
  
Sivumäärä/ Sidoantal – Number of pages 
 30 
Tiivistelmä/Referat – Abstract 
 
Työ aloitetaan tutustumalla Fibonaccin lukuihin. Fibonaccin luvut ovat lukujono, jossa seuraava luku saadaan aina kahden 
edellisen luvun summana. Fibonaccin luvuille on olemassa myös eksplisiittinen esitys, niin sanottu Binet'n kaava, joka esitellään ja 
osoitetaan työssä. Binet'n kaavan esittelyn jälkeen sitä helpotetaan vielä tuomalla mukaan kultaiseksi leikkaukseksi nimetty luku. 
Kultainen leikkaus on aina läsnä, kun puhutaan Fibonaccin luvuista, sillä kahden peräkkäisen Fibonaccin luvun suhde lähestyy 
kultaista leikkausta, kun Fibonaccin lukujonoa mennään pidemmälle. 
 
Fibonaccin lukuihin tutustumisen jälkeen tutustutaan lukujärjestelmiin. Tämä aloitetaan tutustumalla tuttuihin ja yleisesti käytössä 
oleviin lukujärjestelmiin, kymmenenkantaiseen kymmenjärjestelmä ja kaksikantaiseen binäärijärjestelmä. Lukujärjestelmä on 
järjestelmä, jonka avulla mikä tahansa positiivinen kokonaisluku voidaan ilmoittaa. Tässä luvussa tuodaan esiin myös 
määritelmänä täydellinen lukujärjestelmä, jossa jokaisen positiivisen kokonaisluvun esittämisen lisäksi vaaditaan, että esityksiä 
kullekin luvulle on vain yksi. Luvun lopussa luodaan vielä epätäydellinen lukujärjestelmä, Fibonaccin lukujärjestelmä, jonka 
kantalukuina toimii Fibonaccin lukujono. 
 
Luvussa neljä esitetään ja osoitetaan Zeckendorfin lause ja sen perusteella mille tahansa positiiviselle kokonaisluvulle saatava 
Zeckendorfin esitys. Zeckendorfin lause kertoo, että mikä tahansa positiivinen kokonaisluku on yksikäsitteisesti esitettävissä 
summana ei-peräkkäisiä Fibonaccin lukuja. Zeckendorfin lauseen seurauksena luodaan toinen Fibonaccin lukujonoon perustuva 
lukujärjestelmä, Zeckendorfin lukujärjestelmä, joka on täydellinen. 
 
Lukujärjestelmässä vaaditaan esitys vain positiivisille kokonaisluvuille. Tutkielman lopuksi vastataan kysymykseen, entäs sitten 
negatiiviset kokonaisluvut? Vastauksena kysymykseen aluksi luodaan uusi lukujono nimeltään negafibonacciluvut, joiden avulla 
saadaan käyttöön myös negatiivisia kokonaislukuja. Lukujonon esittelyn jälkeen luodaan algoritmi, jonka avulla jokaiselle nollasta 
poikkeavalle kokonaisluvulle löytyy sitä vastaava yksikäsitteinen summa ei-peräkkäisiä negafibonaccilukuja. Tämän avulla 
saadaan muodostettua yksikäsitteinen esitys mille tahansa nollasta poikkeavalle kokonaisluvulle. 
Avainsanat – Nyckelord – Keywords 
Fibonaccin luvut, Zeckendorfin lause, lukujärjestelmä 
  
Säilytyspaikka – Förvaringställe – Where deposited 
Kumpulan kampuskirjasto 
  
Muita tietoja – Övriga uppgifter – Additional information 
 
Sisältö
1 Johdanto 2
2 Fibonaccin lukujono 4
2.1 Johdantoa Fibonaccin lukuihin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Fibonaccin lukujen matemaattinen esitys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.3 Kultaisen leikkauksen yhteys Fibonaccin lukujen laskemiseen . . . . . . . . 7
3 Lukujärjestelmät 9
3.1 Kymmenjärjestelmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2 Binäärijärjestelmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3 Fibonaccin lukujärjestelmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
4 Zeckendorfin lause ja Zeckendorfin esitys 14
4.1 Zeckendorfin lause . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.2 Zeckendorfin esitys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
5 Zeckendorfin lukujärjestelmä 21
6 Esitystapa kaikille kokonaisluvuille 23
1
Luku 1
Johdanto
Tutkielman tarkoituksena on nimensä mukaan ensin tutustua Fibonaccin lukuihin ja nii-
den avulla luoda niin sanottu Zeckendorfin lukujärjestelmä. Tutkielmassa tutustutaan
myös tutumpiin lukujärjestelmiin ja lopuksi luodaan lukujärjestelmälle laajennus, joka
sisältää myös kaikki negatiiviset kokonaisluvut. Lukijalta ei varsinaisesti vaadita mitään
pohjatietoja matematiikasta. Teksti pyrkii olemaan sellaista, että se on kenen tahansa
ymmärrettävissä. Todistuksien ymmärtäminen ilman mitään matemaattisia taitoja voi
olla haastavaa, mutta varsinainen asia ja tutkielman ydin on uskoakseni myös tavalliselle
kadun tallaajalle helposti lähestyttävissä.
Työ aloitetaan luvussa kaksi siis tutustumalla Fibonaccin lukuihin. Fibonaccin luvut
ovat lukujono, jossa seuraava luku saadaan aina kahden edellisen luvun summana. Fibo-
naccin luvuille on olemassa myös yleinen esitys, niin sanottu Binet’n kaava, joka esitellään
ja osoitetaan työssä. Mikä tahansa Fibonaccin luku on siis laskettavissa ilman, että täytyy
laskea kaikkia edeltäviä jonon jäseniä. Binet’n kaavan esittelyn jälkeen sitä helpotetaan
vielä tuomalla mukaan kultaiseksi leikkaukseksi nimetty luku. Kultainen leikkaus on ai-
na läsnä, kun puhutaan Fibonaccin luvuista, sillä kahden peräkkäisen Fibonaccin luvun
suhde lähestyy kultaista leikkausta, kun Fibonaccin lukujonoa mennään pidemmälle ja
pidemmälle.
Fibonaccin lukuihin tutustumisen jälkeen, luvussa kolme, tutustutaan lukujärjestel-
miin. Tämä aloitetaan tutustumalla tuttuihin ja yleisesti käytössä oleviin lukujärjes-
telmiin, kymmenjärjestelmä ja binäärijärjestelmä. Lukujärjestelmä on järjestelmä, jonka
avulla mikä tahansa positiivinen kokonaisluku voidaan ilmoittaa. Tässä luvussa tuodaan
esiin myös määritelmänä täydellinen lukujärjestelmä, jossa jokaisen positiivisen kokonais-
luvun esittämisen lisäksi vaaditaan, että esityksiä kullekin luvulle on vain yksi. Luvun
lopussa luodaan vielä epätäydellinen lukujärjestelmä, Fibonaccin lukujärjestelmä, joka
perustuu Fibonaccin lukujonoon.
Luvussa neljä esitetään ja osoitetaan Zeckendorfin lause ja sen perusteella mille ta-
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hansa positiiviselle kokonaisluvulle saatava Zeckendorfin esitys. Zeckendorfin lause kertoo,
että mikä tahansa positiivinen kokonaisluku on yksikäsitteisesti esitettävissä summana ei-
peräkkäisiä Fibonaccin lukuja. Zeckendorfin lauseen seurauksena luvussa viisi luodaan
Fibonaccin lukujonoon perustuva lukujärjestelmä, Zeckendorfin lukujärjestelmä, joka on
täydellinen.
Lukujärjestelmässä vaaditaan esitys vain positiivisille kokonaisluvuille. Tutkielman vii-
meisessä luvussa vastataan kysymykseen, entäs sitten negatiiviset kokonaisluvut? Vas-
tauksena kysymykseen aluksi luodaan uusi lukujono nimeltään negafibonacciluvut, joiden
avulla saadaan käyttöön myös negatiivisia kokonaislukuja. Lukujonon esittelyn jälkeen
luodaan algoritmi, jonka avulla jokaiselle nollasta poikkeavalle kokonaisluvulle löytyy sitä
vastaava yksikäsitteinen summa ei-peräkkäisiä negafibonaccilukuja. Tämän avulla saa-
daan muodostettua yksikäsitteinen esitys mille tahansa nollasta poikkeavalle kokonaislu-
vulle.
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Luku 2
Fibonaccin lukujono
Jotta päästään varsinaiseen aiheeseen, Zeckendorfin lauseeseen ja Zeckendorfin esitysten
muodostamaan lukujärjestelmään, täytyy pohjustaa aihetta käsittelemällä hieman Fibo-
naccin lukuja ja niiden perusominaisuuksia.
2.1 Johdantoa Fibonaccin lukuihin
Fibonaccin lukujono on jono positiivisia kokonaislukuja, jossa ensimmäiset jonon luvut
ovat 0 ja 1. Seuraava luku Fibonaccin lukujonoon saadaan jonon kahden edellisen luvun
summana. Lukujonon ensimmäiset kahdeksan lukua ovat siis 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Tällaista
lukujonoa, jossa lukujonon seuraava termi saadaan aina laskemalla edellisistä termeistä,
kutsutaan rekursiiviseksi lukujonoksi. [1]
Fibonaccin lukujono juontaa juurensa 1200-luvun alun Italiaan. Tuolloin, vuonna
1202, italialainen matemaatikko Leonardo Pisano julkaisi kirjan Liber Abaci (Book of
the Abacus), [2] joka sisälsi nykyään käytössä olevan Arabialaisen kymmenkantaisen lu-
kujärjestelmän Euroopan ensiesittelyn lisäksi niin sanotun kuuluisan jänisprobleeman.
Jänisprobleema on seuraavanlainen:
Pari aikuisia jäniksiä saa parin poikasia kerran kuussa joka kuukausi. Jokaisella poi-
kasparilla kestää yksi kuukausi saavuttaa sukukypsyys. Tämän jälkeen nämä poikaset tuot-
tavat jälleen parin poikasia kerran kuukaudessa joka kuukausi. Kuinka monta paria jänik-
siä ja jäniksen poikasia on tietyn kuukauden kuluttua. Tässä oletetaan, että jänikset eivät
kuole koskaan. [2]
Jänisongelmaan saadaan ratkaisuksi niin aikuisten kuin poikasjänistenkin osalta Fibo-
naccin lukujono. Myös näiden summana saadaan Fibonaccin lukujono. Yksi ratkaisumalli
on esitetty esimerkiksi Richard A. Dunlapin kirjassa The Golden Ratio and Fibonacci
Numbers. [2]
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Jänisongelma on siis ensimmäinen tunnettu yhteys, jossa on käsitelty Fibonaccin lu-
kujonoa. Nimitys tälle jonolle lukuja saatiin kuitenkin vasta 1800-luvun lopulla ranskalai-
sen matemaatikon Edouard Lucasin toimesta, joka otti uudelleen tutkimuksen aiheekseen
kyseisen lukujonon ja antoi jonolle nimeksi alkuperäisen keksijän mukaan Fibonaccin lu-
vut. Lucasin itsensä mukaan on nimetty toinen lukujono, joka on hyvin samankaltainen
Fibonaccin lukujonon kanssa. Tässäkin lukujonossa jonon seuraava termi saadaan aina
kahden edellisen termin summana. Koska sääntö seuraavan termin laskemiseen on sama
kuin Fibonaccin lukujonossa, merkitykselliseksi tekijäksi jää ainoastaan ensimmäiset kak-
si termiä. Jos valitut kaksi termiä ovat jollain tavalla Fibonaccin lukujonosta saatuja,
esimerkiksi jonon myöhempiä jäsenia tai jonon jäseniä kerrottuna jollain vakiolla, päädy-
tään aina lukujonoon, joka on hyvin alkuperäisen Fibonaccin lukujonon kaltainen ja jolle
myös pätee suurin osa Fibonaccin lukujonolle pätevistä ominaisuuksista. [2] Lucasin luku-
jonoksi nimetyn jonon määritelmä eroaa Fibonaccin lukujonon määritelmästä ainoastaan
ensimmäisten kahden luvun osalta. Fibonaccin lukujonossa termit olivat 1 ja 1, kun taas
Lucasin lukujonossa termit ovat seuraavaksi pienimmät vaihtoehdot 2 ja 1. Näin pienellä
eroavaisuudella saadaan kuitenkin täysin eri lukujonot.
Lucasin lukujonoon emme tässä työssä sen enempää paneudu, mutta maininta on tar-
peellinen ensinnäkin siksi, että on Lucasin ansiota, että tuntemaamme Fibonaccin luku-
jonoa kutsutaan kyseisellä nimellä. Toiseksi maininta on tarpeellinen osoittamaan, ettei
Fibonaccin lukujono ole mitenkään erityisen ainutlaatuinen. Lucasin ja Fibonaccin luku-
jonoista puhutaan usein samassa yhteydessä ennen kaikkea sen tähden, että molemmissa
jonoissa kahden peräkkäisen jonon jäsenen osamäärä lähestyy samaa lukua mentäessä lu-
kujonon jäseniä pidemmälle ja pidemmälle. Tämä luku, jota peräkkäisten lukujen suhde
lähestyy, on nimetty kultaiseksi leikkaukseksi. Kultaisesta leikkauksesta löytyy paljon kir-
jallisuutta niin matematiikan kuin taiteen tai vaikkapa biologian alalta. Siksi tässä työssä
kultaisesta leikkauksesta ei paljon puhuta. Tämän työn osalta kultainen leikkaus on mer-
kityksellinen Fibonaccin lukujen eksplisiittisen esityksen muodostamisessa.
2.2 Fibonaccin lukujen matemaattinen esitys
Täsmällisesti matemaattisesti sanottuna Fibonaccin lukujono on toisen kertaluvun ho-
mogeeninen lineaarinen rekursioyhtälö. [1] Toinen kertaluku kertoo sen, että jokainen lu-
kujonon jäsen riippuu vain kahdesta edellisestä termistä. Homogeeninen tarkoittaa sitä,
että yhtälössä ei ole vakiotermiä. Lineaarinen puolestaan ilmoittaa sen, että yhtälössä ei
ole suurempia kuin ensimmäistä astetta olevia termejä. Ja viimein rekursioyhtälö tarkoit-
taa sitä, että annetun funktion arvo voidaan laskea käyttäen hyväksi edellisissä pisteissä
saatuja arvoja, siis että lukujonon jäsen voidaan laskea käyttämällä laskussa aiempien
termien laskujen tuloksia.
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Fibonaccin lukujonolle on olemassa myös eksplisiittinen esitys. Siis Fibonaccin lukujo-
non mikä tahansa termi voidaan laskea laskematta kaikkia termejä siihen asti. Ensimmäi-
senä tällaisen kaavan keksi ranskalainen matemaatikko Abraham de Moivre, mutta jostain
syystä kaava kantaa nykyään nimeä Binet’n kaava noin sata vuotta myöhemmin vuonna
1843 [4] saman kaavan keksineen ranskalaisen Jacques Philippe Marie Binet’n mukaan. [1]
Binet’n kaava on
(2.1) Fn =
(1 +
√
5)n − (1−√5)n
2n
√
5
,
jossa Fn on fibonaccin lukujonon jäsen, jonka järjestysluku on n. Sovitaan, että F0 = 0 ja
siten F1 = F2 = 1. Kaava voidaan kirjoittaa myös muodossa
(2.2) Fn =
�
1+
√
5
2
�n
−
�
1−
√
5
2
�n
1+
√
5
2
− 1−
√
5
2
.
Todistus kaavalle saadaan induktiolla.
Todistus. Perusaskel: Näytetään, että F1 = 1 ja F2 = 1.
F1 =
�
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√
5
2
�1
−
�
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√
5
2
�1
1+
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5
2
− 1−
√
5
2
=
2
√
5
2
2
√
5
2
= 1.
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5
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�2
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5
2
�2
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5
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− 1−
√
5
2
=
1+2
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5+5
4
− 1−2
√
5+5
4
2
√
5
2
=
4
√
5
4√
5
= 1.
Induktioaskel: Oletetaan, että
Fk =
�
1+
√
5
2
�k
−
�
1−
√
5
2
�k
1+
√
5
2
− 1−
√
5
2
ja Fk−1 =
�
1+
√
5
2
�k−1
−
�
1−
√
5
2
�k−1
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√
5
2
− 1−
√
5
2
.
Näytetään, että Fk+1 = Fk + Fk−1. Nyt
Fk+1 =
�
1+
√
5
2
�k
−
�
1−
√
5
2
�k
1+
√
5
2
− 1−
√
5
2
+
�
1+
√
5
2
�k−1
−
�
1−
√
5
2
�k−1
1+
√
5
2
− 1−
√
5
2
.
Yhdistetään osamäärät ja otetaan yhteiset tekijät, jolloin saadaan
Fk+1 =
�
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√
5
2
�k−1 �
1+
√
5
2
+ 2
2
�
−
�
1−
√
5
2
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√
5
2
+ 2
2
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√
5
2
− 1−
√
5
2
.
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Lasketaan osoittajassa sulkujen sisällä olevat murtoluvut yhteen, jonka jälkeen kyseiset
sulkujen sisällä olevat luvut täydennetään neliöiksi. Saadaan
Fk+1 =
�
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5
2
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4
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.
Samankantaisten potenssien laskusääntöjen perusteella saadaan
Fk+1 =
�
1+
√
5
2
�k+1
−
�
1−
√
5
2
�k+1
1+
√
5
2
− 1−
√
5
2
.
Näin on siis induktiolla osoitettu, että Fibonaccin lukujonon mikä tahansa jäsen voidaan
laskea Binet’n kaavalla (2.1) vain jäsenen järjestysnumeroa käyttäen.
2.3 Kultaisen leikkauksen yhteys Fibonaccin lukujen
laskemiseen
Binet’n kaavan jälkimmäisessä esitysmuodossa yhtälössä (2.2) osaa 1+
√
5
2
kutsutaan nimel-
lä kultainen leikkaus ja tätä merkitään usein kreikkalaisten aakkosten kirjaimella φ (fii).
Kultainen leikkaus määriteltiin jo antiikin ajan filosofien toimesta geometrian avulla seu-
raavasti. Olkoon jana AC jaettu pisteellä B kuvan 2.1 mukaisesti siten, että koko janan
pituuden suhde pidemmän osan pituuteen on yhtä suuri kuin pidemmän osan pituuden
suhde lyhyemmän osan pituuteen. [2] Olkoon nyt koko janan AC pituus x ja janan AB
pituus 1. Näin ollen janan BC pituus on x− 1 ja janan osien suhteista saadaan yhtälö
x
1
=
1
x− 1 ,
joka voidaan muokata muotoon
x2 − x− 1 = 0.
Tämän yhtälön positiivisena ratkaisuna saadaan nimenomaan kultainen leikkaus φ = 1+
√
5
2
ja negatiivisena ratkaisuna Binet’n kaavan toisessa esitysmuodossa (2.2) oleva osa 1−
√
5
2
,
joka voidaan φ:n avulla ilmaista muodossa − 1
φ
.
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Kuva 2.1: Jana jaettu kultaisen leikkauksen määritelmän mukaan
Binet’n kaava voidaan nyt ilmaista yksinkertaisemmassa muodossa käyttäen vain haet-
tavan Fibonaccin luvun järjestysnumeroa n ja kultaista leikkausta φ. Saadaan kaava
(2.3) Fn =
φn −
�
− 1
φ
�n
φ+ 1
φ
.
Yhtälön (2.3) ja laskimen tai tietokoneen avulla on helppo laskea suuriakin Fibonaccin
lukuja. Huomionarvoista kuitenkin on se, että kultainen leikkaus on irrationaaliluku ja
Fibonaccin luvut ovat kokonaislukuja. Yhtälön avulla lasketut luvut ovat siten aina vain
likiarvoja oikeasta laskettavasta Fibonaccin luvusta ja mitä suurempaa Fibonaccin lukua
ollaan laskemassa sitä tarkempi likiarvo vaaditaan myös kultaiselta leikkaukselta, jotta
oikea Fibonaccin luku löytyy. Jo esimerkiksi Fibonaccin lukujonon kahdennenkymmenen-
nen luvun, luvun F20 = 6765, laskemiseen tarvitaan kultaisen leikkauksen likiarvon en-
simmäiset viisi desimaalia. Kultaisen leikkauksen likiarvon ensimmäiset viisi desimaalit
ovat φ = 1,61803. Viidellä desimaalilla kaavalla (2.3) saadaan F20 = 6764,67, joka pyöris-
tyy vielä oikein, kun taas neljällä desimaalilla saadaan F20 = 6762,22, jossa jo viimeinen
numero ennen desimaalipilkkua on väärä.
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Luku 3
Lukujärjestelmät
Yksi tämän työn kantavista teemoista on lukujärjestelmät. Lukujen esittäminen on itses-
täänselvästi ollut mukana matematiikan historiassa aina ja on edelleen. Nykyään yleisesti
jokapäiväisessä käytössä on luvun kymmenen potensseihin perustuva järjestelmä eli kym-
menjärjestelmä. Kymmenen potensseihin perustuvia lukujärjestelmiä on ollut käytössä jo
ainakin noin vuonna 3000 eKr. Tuolta ajalta on löytynyt egyptiläisiä piirtokirjoituksia,
joissa jokaiselle kymmenen potenssille on oma symboli ja näitä symboleita on toistettu
tarpeellinen määrä lukua kirjoitettaessa. [3] Tämä lukujärjestelmä on ollut samankaltai-
nen roomalaisten numeroiden kanssa, jossa lukua yksi kuvaa symboli I, lukua viisi symboli
V, lukua kymmenen symboli X ja niin edelleen. Näitä peräkkäin kirjoittamalla saadaan
esitettyä haluttu luku. Esimerkiksi luku 28 on roomalaisilla numeroilla esitettynä XX-
VIII. Nykyisessä kymmenjärjestelmässä jokaiselle kymmentä pienemmälle luvulle on oma
symboli. Tämänkin kaltainen lukujärjestelmä oli käytössä jo ainakin noin luvulla 2000
eKr. sekin Egyptissä. Suurin osa säilyneestä egyptiläisestä matematiikasta on kirjoitettu
tällaisella niin sanotulla hieraattisella kirjoitustavalla. [3]
Toinen nykyään yleisesti käytössä oleva lukujärjestelmä on binäärijärjestelmä. Binää-
rijärjestelmässä on käytössä vain kaksi symbolia, yleensä symbolit 1 ja 0, ja järjestelmä
perustuu luvun kaksi potensseihin. Sekä kymmenjärjestelmä että binäärijärjestelmä ovat
niin sanotusti täydellisiä. Mitä tämä tarkoittaa, määritellään se seuraavaksi.
Määritelmä 3.1. Täydellinen lukujärjestelmä. Lukujärjestelmä on täydellinen, jos jo-
kainen positiivinen kokonaisluku on järjestelmässä esitettävissä ja jokaisen positiivisen
kokonaisluvun esitys järjestelmässä on yksikäsitteinen.
Tutustutaan hieman tarkemmin tuttuihin lukujärjestelmiin kymmenkantainen järjes-
telmä ja binäärijärjestelmä. Tämän jälkeen tässä luvussa vielä selvitetään, minkälaisen
lukujärjestelmän voi muodostaa Fibonaccin lukujen avulla.
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3.1 Kymmenjärjestelmä
Nykymuotoinen kymmenjärjestelmä on peräisin Intiasta. Varhaisin säilynyt varma esi-
merkki kymmenjärjestelmällä merkitystä luvusta – luku on 346 – on vuodelta 595. Nol-
la otettiin kuitenkin käyttöön lukujen merkinnässä Intiassakin myöhemmin vasta 800-
luvulla ja voidaankin siksi pitää kymmenjärjestelmän kehittymistä nykymuotoonsa 800-
luvun saavutuksena. [3] Eurooppalaisille nykymuotoisen kymmenjärjestelmän esitteli Fi-
bonacciksi nimetty Leonardo Pisano 1200-luvulla. [2]
Kymmenjärjestelmä perustuu lukujonoon kymmenen potensseja, siis jonoon 1, 10,
100, 1000, 10000, ..., jota luetaan oikealta vasemmalle. Kun esimerkiksi kirjoitamme lu-
vun 25031, tarkoitamme itse asiassa summaa, jossa summattavana on jonon jäseniä ker-
rottuna vastaavalla paikalla esityksessä olevalla luvulla. Siis kyseinen luvun 25031 esitys
varsinaisesti tarkoittaa summaa
2 · 10000 + 5 · 1000 + 0 · 100 + 3 · 10 + 1 · 1.
Toisella tavalla ajateltuna tämä esitysmuoto tarkoittaa sitä, kuinka monta kertaa kym-
menen potenssien jonon jäsentä esitettävässä luvussa käytetään. [5]
Kymmenjärjestelmä on täydellinen lukujärjestelmä. Tämä on helppo uskoa, koska käy-
tämmehän me tavallisia numeroitamme joka päivä ja tuskin kukaan on koskaan törmännyt
ongelmaan, että jokin luku olisi käytössämme olevien numeroiden avulla kahdella tavalla
esitettävissä tai että jotain lukua ei pystyisi numeroidemme avulla kymmenjärjestelmässä
sanomaan. Kymmenjärjestelmän täydelliseksi osoittaminen onkin paljon enemmän filo-
sofinen kuin matemaattinen tehtävä ja se jätetään tämän työn ulkopuolelle. Kiinnostu-
neelle lukijalle mielenkiintoinen todistus tälle löytyy esimerkiksi internetistä cut-the-knot-
sivustolta. [7].
3.2 Binäärijärjestelmä
Binäärijärjestelmän on kehittänyt saksalainen matemaatikko, filosofi ja muun muassa kir-
jastonhoitaja Gottfried Leibniz, joka on parhaiten tunnettu ehkä työstään differentiaali-
laskennan parissa. Leibniz julkaisi vuonna 1704 teoksen Die mathematische schriften von
Gottfried Wilheim Leibniz, jossa hän esittelee binäärijärjestelmän. Leibniz teoksessaan to-
sin antaa kunnian keksinnästä Kiinan mytologian hahmolle Fuxi, jonka sanotaan eläneen
jo 4000 vuotta Leibniziä ennen ja olleen Kiinan kulttuurin ja tieteen perustaja. [8] Var-
sinaista näyttöä Fuxin mahdollisista tekeleistä ei kuitenkaan taida olla, joten Leibniziä
yleensä ottaen pidetään binäärijärjestelmän kehittäjänä.
Binäärijärjestelmässä kymmenen sijasta kantalukuna toimii kaksi. Luvut esitetään
summana luvun kaksi potensseja. Tämän lukujärjestelmän pohjana toimii siis jono 20,
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21, 22, 23, ..., jota myös luetaan oikealta vasemmalle. Tässä järjestelmässä positiivisten
kokonaislukujen esityksessä on vain kahta eri merkkiä, yleensä merkit 0 ja 1, josta syystä
tietokoneissa tämä on hyvin käyttökelpoinen järjestelmä. Elektronisissa piireissä nolla ja
yksi esitetään usein kahtena eri jännitetasona. [9]
Binäärijärjestelmässä positiivisen kokonaisluvun esitys muodostuu siis pelkistä peräk-
käisistä ykkösistä ja nollista. Vastaavaan tapaan kuin kymmenkantaisessa järjestelmässä,
luku esityksessä kertoi, kuinka monta kertaa kyseessä olevaa kymmenen potenssien jonon
jäsentä luvussa käytetään, myös kaksikantaisessa järjestelmässä luku yksi kertoo, että sillä
järjestysnumerolla olevaa jonon jäsentä käytetään luvussa ja nolla kertoo sen, että lukua
ei käytetä. Esimerkiksi esitys 110111001 kuvaa summaa
28 + 27 + 25 + 24 + 23 + 20 = 256 + 128 + 32 + 16 + 8 + 1 = 441.
Samoin kuin kymmenjärjestelmä myös binäärijärjestelmä on täydellinen lukujärjestel-
mä. Osoitetaan tämä seuraavaksi.
Lause 3.2. Binäärijärjestelmä on täydellinen. Jokainen postiivinen kokonaisluku on esi-
tettävissä yksikäsitteisesti kaksikantaisessa binäärijärjestelmässä.
Todistus. Aloitetaan todistus luomalla taulukko ensimmäisistä luvun kaksi potensseista
muodostuvasta jonosta ja jonon siihen asti olevien jäsenien avulla binäärijärjestelmässä
yksikäsitteisesti esitettävistä luvuista.
jono esitettävät luvut
20 = 1 1
21 = 2 2, 3
22 = 4 4, 5, 6, 7
23 = 8 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15
24 = 16 16, 17, ..., 30, 31
25 = 32 32, 33, ..., 62, 63
Taulukko 3.1: Binäärijärjestelmän muodostuminen.
Varsinainen todistus onnistuu induktiolla. Taulukosta nähdään, että binäärijärjestel-
mässä on olemassa yksikäsitteinen esitys ensimmäiselle luvulle 1 samoin kuin nähdään,
että tällainen esitys löytyy ainakin lukuun 63 asti. Perusaskel on näin näytetty.
Induktioaskeleessa oletetaan, että jonon suurin jäsen on 2n ja tällä jonolla saadaan esi-
tettyä yksikäsitteisesti kaikki luvut lukuun 2n+1 − 1 asti. Lisätään jonoon seuraava luvun
kaksi potenssi eli luku 2n+1. Nyt jonon jäsenien avulla saadaan oletuksen nojalla esitettyä
yksikäsitteisesti kaikki luvut lukuun 2n+1 + 2n+1 − 1 = 2n+2 − 1 asti. Näin on iduktiolla
osoitettu, että jokainen positiivinen kokonaisluku on yksikäsitteisesti esitettävissä binää-
rijärjestelmässä.
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3.3 Fibonaccin lukujärjestelmä
Fibonaccin lukujen avulla saadaan muodostettua lukujärjestelmä. Tätä ennen kuitenkin
otetaan käyttöön uusi merkintätapa nimeltään Fibonaccin esitys. Fibonaccin esitys on
tapa esittää jokin positiivinen kokonaisluku Fibonaccin lukujen avulla. Esitys on hyvin
samankaltainen kuin binäärijärjestelmän vastaava. Tässäkin esitys koostuu vain peräk-
käisistä ykkösistä ja nollista. Esityksen pohjana käytetään Fibonaccin jonoa ja ykkönen
esityksessä kertoo, että sillä järjestysnumerolla olevaa lukua Fibonaccin jonosta käytetään
ja nolla vastaavasti kertoo, että kyseistä lukua ei käytetä. Fibonaccin esityksellä tarkoi-
tetaan siten summaa niistä Fibonaccin jonon jäsenistä, joiden järjestyslukua vastaavilla
paikoilla esityksessä on ykkönen.
Fibonaccin esityksen muodostamiseen Fibonaccin jonosta voitaisiin poistaa toinen al-
kuarvona toimivista ykkösistä. Se huomioidaan nyt niin, että Fibonaccin jonon ensimmäi-
selle ykköselle annetaan järjestysnumero nolla ja vasta toiselle ykköselle järjestysnumero
yksi. Eli F0 = F1 = 1. Tästä eteenpäin järjestysnumerointi jatkuu tavallisesti Fibonaccin
lukujonoa seuraten. Siis F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5 ja niin edelleen. Kun päätetään tehdä
näin, menetetään mahdollisuus esittää luku nolla edes keinotekoisesti Fibonaccin lukujo-
non nollantena jäsenenä. Lukujärjestelmässä ei vaadita nollalle esitystä, joten varsinaisesti
tästä ei ole haittaa. Jos kuitenkin eteen tulee tilanne, jossa nollallekin esitystä kaivataan,
voidaan valintaa muuttaa siten, että nollas Fibonaccin luku on nolla ja jätetään huomiotta
sitten Fibonaccin luku järjestysnumerolla 1.
Esimerkissä edellä binäärijärjestelmässä esitys 110111001 kuvasi kymmenjärjestelmän
lukua 441. Vastaava Fibonaccin esitys 110111001 kuvaa summaa
1 1 0 1 1 1 0 0 1
55 34 21 13 8 5 3 2 1
55+ 34+ 13+ 8+ 5+ 1 = 116.
Taulukko 3.2: Fibonaccin esitys kuvaa summaa.
Fibonaccin esityksillä voidaan muodostaa lukujärjestelmä. Osoitetaan nyt, että todel-
la on mahdollista ilmoittaa mikä tahansa positiivinen kokonaisluku Fibanccin esitykse-
nä. Todistuksessa huomataan kuitenkin, että joillekin positiivisille kokonaisluvuille löytyy
useampi Fibonaccin esitys. Näin ollen Fibonaccin lukujärjestelmä ei ole täydellinen.
Lause 3.3. Fibonaccin esitykset muodostavat lukujärjestelmän. Mikä tahansa positiivi-
nen kokonaisluku on ilmoitettavissa Fibonaccin esityksenä.
Todistus. Aloitetaan todistus jälleen luomalla taulukko, jossa ensimmäiseen sarakkeeseen
laitetaan Fibonaccin lukujonon jäseniä ja toiseen niiden avulla esitettävät kokonaisluvut.
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Luodaan tämän taulukon rinnalle myös toinen taulukko järjestelmän ensimmäisistä esi-
tyksistä. Laitetaan tähän taulukkoon ensimmäiseen sarakkeeseen ensimmäiset positiiviset
kokonaisluvut ja toiseen niiden Fibonaccin esitykset.
Fibonaccin lukujono Esitettävät luvut Kokonaisluku Fibonaccin esitys
1 1 1 1
2 2, 3 2 10
3 3, 4, 5, 6 3 11, 100
5 5-8, 8-11 4 101
8 8-11, 11-14, 13-16, 16-19 5 110, 1000
13 13-16, 16-19, 18-21, 21-24, 6 111, 1001
21-24, 24-27, 26-29, 29-32 7 1010
8 1100, 1011, 10000
9 10001, 1101
10 10010, 1110
Taulukko 3.3: Fibonaccin lukujärjestelmä.
Taulukosta 3.3, nähdään että Fibonaccin esitys on olemassa ensimmäisille positiivisille
kokonaisluvuille. Etenkin huomataan, että luvulle yksi on olemassa esitys, joka osoittaa
induktiotodistuksen perusaskeleen.
Taulukosta nähdään myös, että ainakin positiivisten kokonaislukujen alussa Fibo-
naccin lukujonon jäsenillä, jäseneen Fn asti, voidaan Fibonaccin esitys kirjoittaa posi-
tiivisille kokonaisluvuille aina lukuun Fn+2 − 2 asti. Otetaan tämä induktio-oletukseksi.
Lisätään nyt jonoon jäsen Fn+1. Lisäyksen jälkeen postiivisille kokonaisluvuille löytyy
induktio-oletuksen perusteella Fibonaccin esitys aina lukuun Fn+1 + Fn+2 − 2 asti. Tämä
summa on paljon enemmän kuin seuraavaksi jonoon lisättävä luku Fn+2. Induktiolla on
siis osoitettu lause.
Nyt on osoitettu, että Fibonaccin esitykset muodostavat lukujärjestelmän. Kuitenkin
huomataan jo taulukosta 3.3, että lukujärjestelmä ei ole täydellinen. Esimerkiksi jo ko-
konaisluvulle kolme on olemassa kaksi eriävää Fibonaccin esitystä 11 ja 100. Seuraavaksi
esitellään lause, joka kertoo, että yksikäsitteinenkin esitys tähän tapaan on muodostetta-
vissa ja että siten saadaan muodostettua myös täydellinen lukujärjestelmä.
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Luku 4
Zeckendorfin lause ja Zeckendorfin
esitys
Edellisessä luvussa huomattiin, että Fibonaccin esitykset muodostavat lukujärjestelmän.
Lukujärjestelmä ei kuitenkaan ole täydellinen, koska joillekin positiivisille kokonaisluvuille
löytyy useampia Fibonaccin esityksiä. Tähän ongelmaan pureutui belgialainen amatööri-
matemaatikko Edouard Zeckendorf ennen toista maailmansotaa. Maailmansodan sytty-
minen kuitenkin häiritsi Zeckendorfin työtä matematiikan parissa hänen joutuessa muun
muassa juutalaisena saksalaisten sotavangiksi. Hän julkaisikin tuloksiaan ensimmäisen
kerran vasta sodan jälkeen neljäkymmentä- ja viisikymmentälukujen taitteessa olleessaan
Yhdistyneiden Kansakuntien komennuksella Pakistanin ja Intian rajalla. [10]
Zeckendorf oli matemaatikkona mielenkiintoinen siksikin, että hän oli ennen kaikkea
lääkäri ja toiseksi hän teki mittavan uran Belgian asevoimissa ensin toisen maailman-
sodan aikana saksalaisilla sotavankileireillä lääkärinä ja sodan jälkeen upseerina muun
muassa juuri itsenäistyneen Pakistanin ja Intian rajakiistan ja -sotien aikana siellä paikan
päällä. Hän oli tuolloin koko yli 800 kilometriä pitkän tulitaukorajan valvojana. Hänet
palkittiinkin monin Belgian armeijan kunniamerkein toisen maailmansodan aikaisista ja
sen jälkeisistä suorituksistaan. Matematiikka oli Zeckendorfille pelkkä harrastus, kun ai-
kaa riitti. Hänellä oli myös toinen intohimo ja harrastus taiteessa ja hän tekikin paljon
piirroksia ja taideteoksia sekä kierteli paljon kotipaikkakunnassaan Belgian kaupungissa
Liegèssä ja sen ympäristössä taidenäyttelyissä ja museoissa. [10]
Zeckendorfin matemaattiset julkaisut ovat pääosin lukuteoriaa käsitteleviä. [10] Tämän
työn osalta kiinnostavimmat tulokset ovat niin sanotut Zeckendorfin lause, Zeckendorfin
summa ja Zeckendorfin esitys. Näihin paneudutaan tässä luvussa tarkemmin. Sitä ennen
kuitenkin esitellään ja osoitetaan lemma, jota tarvitaan Zeckendorfin lauseen todistami-
sessa.
Otetaan tässä kohtaa käyttöön myös uusi merkintätapa. Tästä eteenpäin tässä työs-
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sä tarkoitetaan, kuten matemaattisissa teksteissä yleensäkin, isoilla kirjaimilla A ja B
joukkoja. Myös merkinnöillä A� ja B� tarkoitetaan joukkoja. Merkinnällä ΣA tarkoite-
taan joukon A kaikkien alkioiden summaa, jota kutsutaan tästä eteenpän lyhyemmin vain
joukon summaksi. Jotta joukolle voidaan laskea summa, täytyy joukon olla äärellinen.
Tässä työssä kaikki tutkittavat joukot ovat sellaisia, että ne sisältävät vain Fibonaccin
lukuja, tai myöhemmin negafibonaccilukuja, ja joukko muodostetaankin vain sen tähden,
että saadaan joukon summana ilmoitettua jokin kokonaisluku. Kokonaisluku on aina ää-
rellinen, joten selvästi siis kaikki tässä työssä käsiteltävät joukot ovat äärellisiä ja siksi
voidaan tällaista merkintää huoletta käyttää. Tästä eteenpäin aina kun tässä työssä pu-
hutaan joukosta, tarkoitetaan äärellistä joukkoa eikä sitä erikseen jokaisen joukon kohdalla
mainita.
Lemma 4.1. Joukon, ei-peräkkäisiä Fibonaccin lukuja, summa on aidosti pienempi kuin
joukon suurinta alkiota seuraava Fibonaccin luku.
Olkoon joukko A epätyhjä joukko Fibonaccin lukuja, joka ei sisällä peräkkäisiä Fibonaccin
lukuja. Olkoon Fj joukon A suurin alkio. Näille pätee
ΣA < Fj+1.
Todistus. Todistetaan lemma induktiolla.
Perusaskel: Kuten jo aiemminkin sovittiin, myös tässä Fibonaccin lukujonon toinen
alkuarvo ykkönen poistetaan jonosta antamalla sille järjestysnumero nolla. Pienin epä-
tyhjä joukko ei-peräkkäisiä Fibonaccin lukuja on joukko, joka sisältää vain pienimmän
Fibonaccin lukujonon luvun F1 = 1. Tämän joukon summa on myös 1, joka selvästi on
pienempi kuin seuraava Fibonaccin luku F2 = 2. Perusaskel on näin näytetty.
Induktioaskel: Oletetaan, että ΣA < Fn+1 kaikilla n ≤ j. Näytetään, että tästä seuraa,
että väite pätee myös kun tutkittavan joukon suurin alkio on luku Fn+1.
Olkoon A nyt ei-peräkkäisten Fibonaccin lukujen joukko, jonka suurin alkio on Fi-
bonaccin luku Fn+1. Olkoon joukko A� joukko A\{Fn+1}. Nyt joukon A� suurin alkio on
korkeintaan luku Fn−1, koska joukossa A ei saanut olla peräkkäisiä Fibonaccin lukuja.
Induktio-oletuksen nojalla tämän joukon summa ΣA� < Fn. Toisaalta joukon A summa
on
ΣA = ΣA� + Fn+1 < Fn + Fn+1 = Fn+2.
On siis näytetty, että joukon ei-peräkkäisiä Fibonaccin lukuja, jonka suurin alkio on
Fn+1, summa on aidosti pienempi kuin seuraava Fibonaccin luku Fn+2 ja tämähän oli
juuri se mitä näytetävänä oli.
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4.1 Zeckendorfin lause
Zeckendorfin lause kertoo, että mikä tahansa positiivinen kokonaisluku on ilmoitettavissa
yksikäsitteisesti summana sellaisia Fibonaccin lukuja, että mitään kahta peräkkäistä Fi-
bonaccin lukua ei summassa esiinny. Tällaista summaa kutsutaan nimellä Zeckendorfin
summa.
Lause 4.2. Zeckendorfin lause. Jokainen positiivinen kokonaisluku on esitettävissä yksi-
käsitteisesti yhden tai useamman Fibonaccin luvun summana niin, että summa ei sisällä
mitään kahta peräkkäistä Fibonaccin lukua.
Todistus. Todistetaan ensin induktiolla tällaisen summan olemassaolo jokaiselle positiivi-
selle kokonaisluvulle.
Perusaskel: Selvästi tällainen summa on olemassa ensimmäisille kokonaisluvuille 1, 2,
ja 3, sillä ne ovat Fibonaccin lukuja itsessään. Myös pienimmälle kokonaisluvulle 4, joka
ei itsessään ole Fibonaccin luku, löytyy tällainen summa sen ollessa 4 = 3+ 1. Perusaskel
on näin näytetty.
Induktioaskel: Oletetaan, että Zeckendorfin summa on olemassa jokaiselle positiiviselle
kokonaisluvulle n ≤ k. Jos seuraava luku k+1 on Fibonaccin luku, on sille silloin selvästi
olemassa tällainen summa summan ollessa luku itse.
Jos luku k+1 ei ole Fibonaccin luku, on olemassa jotkin peräkkäiset Fibonaccin luvut
Fj ja Fj+1, joiden väliin luku k + 1 jää. Merkitään luvulla a lukujen k + 1 ja Fj erotusta
ja saadaan
(4.3) a = k + 1− Fj.
Tästä nähdään, että a ≤ k, joten induktio-oletuksen nojalla Zeckendorfin summa on
olemassa luvulle a. Toisaalta yhtälöstä (4.3) nähdään myös, että
Fj + a = k + 1
< Fj+1
= Fj + Fj−1.
Tästä saadaan edelleen, että
a < Fj−1.
Luvun a Zeckendorfin summa ei siis sisällä Fibonaccin lukua Fj−1 eikä induktio-oletuksen
nojalla peräkkäisiä muita Fibonaccin lukuja ja koska luku k + 1 voitiin esittää lukujen a
ja Fj summana, ei myöskään summa a + Fj sisällä peräkkäisiä Fibonaccin lukuja. Väite
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on siis osoitettu induktiolla ja näin jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle on olemassa
sellainen summa Fibonaccin lukuja, joka ei sisällä peräkkäisiä Fibonaccin lukuja.
Todistetaan sitten, että Zeckendorfin summa on yksikäsitteinen vastaoletuksen avulla.
Vastaoletus: Olkoon A ja B sellaisia eriäviä epätyhjiä joukkoja ei-peräkkäisiä Fibo-
naccin lukuja, että niiden kaikkien alkioiden summat ovat samat, siis ΣA = ΣB. Joukot
A ja B ovat siis sellaisia, että niiden avulla voidaan antaa jollekin kokonaisluvulle eriävät
Zeckendorfin summat.
Olkoon lisäksi A� = A\B ja B� = B\A. Joukko A� on siis joukko, josta on poistettu
kaikki joukkojen A ja B yhteiset alkiot ja vastaavasti joukko B� on joukko, jossa on vain
joukossa B esiintyvät alkiot. Koska molemmista joukoista A� ja B� poistettiin samat alkiot,
myös ΣA� = ΣB�. Joukkojen A ja B eriävyysoletuksen perusteella myös molemmat joukot
A� ja B� ovat epätyhjiä.
Olkoon FA joukon A� suurin alkio ja vastaavasti FB joukon B� suurin alkio. Joukoilla
A� ja B� ei ollut yhteisiä alkioita, joten FA �= FB. Ilman yleisyyden menettämistä voidaan
olettaa, että FA < FB.
Joukoissa A� ja B� ei ollut peräkkäisiä Fibonaccin lukuja, joten Lemman 4.1 nojalla
pätee
ΣA� < FA+1 ja ΣB
� < FB+1.
Tämän ja oletuksen FA < FB nojalla saadaan
ΣA� < FA+1 ≤ FB.
Toisaalta, koska joukko B� sisältää ainakin alkion FB, täytyy olla
ΣB� ≥ FB.
Nämä yhdistämällä saadaan
ΣA� < ΣB�.
Saatiin ristiriita siitä, että joukkojen A� ja B� summat eivät olekaan yhtä suuret.
Täytyy siis olla niin, että toinen joukoista A� tai B� on tyhjä. Olkoon nyt vaikka joukko
A� tyhjä. Tyhjän joukon alkioiden summa on 0, joten nyt kuitenkin, koska joukkojen A� ja
B� summat olivat yhtä suuret, täytyy myös joukon B� summa olla 0 ja siten myös tämän
joukon on oltava tyhjä. Vastaoletuksesta suoraan seurasi, että joukot ovat epätyhjät ja
tämän kanssa saatiin aikaiseksi ristiriita, siis vastaoletus on väärä ja joukkojen A ja B
täytyy olla samat. Summa on siis yksikäsitteinen kullekin positiiviselle kokonaisluvulle.
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4.2 Zeckendorfin esitys
Aiemmin esiteltiin Fibonaccin esitys, joka koostui peräkkäisistä ykkösistä ja nollista ja jo-
ka kuvasi summaa Fibonaccin lukuja. Zeckendorfin esitys on näistä Fibonaccin esityksistä
se, jossa ei esiinny peräkkäisiä ykkösiä lainkaan. Zeckendorfin esitys on siis vain yksi Fibo-
naccin esityksistä kullekin positiiviselle kokonaisluvulle. Erityisen Zeckendorfin esitykses-
tä tekee se, että nämä esitykset ovat kullekin positiiviselle kokonaisluvulle yksikäsitteiset.
Tämä on suora seuraus Zeckendorfin lauseesta.
Haasteeksi muodostuu esitysten varsinainen aikaansaaminen. On työlästä tuottaa kaik-
ki Fibonaccin esitykset halutulle kokonaisluvulle ja valita sitten niistä Zeckendorfin esi-
tys. Tällaisessa tavassa joudutaan myös tekemään paljon turhaa työtä, koska muille Fi-
bonaccin esityksille ei ole käyttöä. Zeckendorfin esityksen luominen jollekin positiiviselle
kokonaisluvulle helpottuu suuresti, kun käytetään niin sanottua ahnetta algoritmiä. Ahne
algoritmi on algoritmi, joka valitsee aina sillä hetkellä parhaan mahdollisen vaihtoehdon
miettimättä valinnan seurauksia. [11]
Zeckendorfin esitystä luodessa ahneen algoritmin ajatusta sovelletaan siten, että va-
litaan ensin suurin mahdollinen esitettävänä olevaa positiivista kokonaislukua pienempi
Fibonaccin luku. Tämä on ensimmäinen luku, jota esityksessä käytetään. Seuraavassa vai-
heessa lasketaan esitettävänä olevan luvun ja löydetyn Fibonaccin luvun erotus. Tälle ero-
tukselle sitten sovelletaan ensimmäistä vaihetta uudestaan ja löydetään seuraavaksi suurin
esityksessä käytettävä Fibonaccin luku. Jälleen lasketaan erotus ja toistetaan näitä kahta
vaihetta niin kauan kunnes erotuksen suuruudeksi tulee nolla. Viimeiseksi kirjataan var-
sinainen esitys niin, että niiden löydettyjen Fibonaccin lukujen, joita eri vaiheissa käytet-
tiin, järjestysnumeroita vastaaville kohdille esitykseen tulee symboli 1 ja käyttämättömien
Fibonaccin lukujen järjestyslukuja vastaaville paikoille symboli 0. Zeckendorfin esityksen
muodostamista helpottaa huomattavasti, jos sitä tehdessä vieressä pitää listaa Fibonaccin
luvuista. Muodostetaan esimerkiksi Zeckendorfin esitys yhdestä positiivisesta verrattaen
suuresta kokonaisluvusta, mutta esimerkkiä ennen työtä helpottamaan luodaan taulukko
ensimmäisistä Fibonaccin luvuista. Kuten pääosin koko tässä työssä, myös tässä kohtaa
Fibonaccin jonon lukujen järjestysnumerointi alkaa vasta jonon toisesta ykkösestä.
Esimerkki 4.4. Positiivisen luvun 10000 Zeckendorfin esitys. Luodaan Zeckendorin esitys
luvulle 10000.
Suurin lukua 10000 pienempi Fibonaccin luku on luku F19 = 6765. Ensimmäinen Zec-
kendorfin esityksessä käytettävä Fibonaccin luku on siis luku F19. Tästä saadaan myös
heti tieto, että Zeckendorfin esitys luvulle 10000 on 19 merkkiä pitkä jono ykkösiä ja
nollia. Kaikki esitykset alkavat aina symbolilla 1, koska on turhaa kertoa Fibonaccin lu-
kuja, joita esityksessä ei käytetä. Samaan tapaan kuin kymmenjärjestelmässä positivisen
kokonaisluvun esitys ei koskaan ala numerolla nolla.
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F1 1 F11 144
F2 2 F12 233
F3 3 F13 377
F4 5 F14 610
F5 8 F15 987
F6 13 F16 1597
F7 21 F17 2584
F8 34 F18 4181
F9 55 F19 6765
F10 89 F20 10946
Taulukko 4.1: Ensimmäiset Fibonaccin luvut.
Esitettävän luvun ja suurimman esityksessä käytettävän Fibonaccin luvun erotuksena
saadaan
10000− 6765 = 3235.
Tätä lukua pienempi suurin Fibonaccin luku on luku F17 = 2584. Erotuksesta saadaan
nyt
3235− 2584 = 651.
Jatketaan näitä vaiheita kunnes saadaan erotukseksi nolla.
651− F14 = 651− 610 = 41,
41− F8 = 41− 34 = 7,
7− F4 = 7− 5 = 2,
2− F2 = 2− 2 = 0.
Laskuissa käytettiin Fibonaccin lukuja F19, F17, F14, F8, F4 ja F2. Näihin kohtiin Zec-
kendorfin esityksessä tulee symboli 1 ja muihin kohtiin symboli nolla. Zeckendorfin esitys
positiiviselle kokonaisluvulle 10000 on siis
1010010000010001010,
joka kuvaa seuraavaa Zeckendorfin summaa ja on palautettavissa kymmenjärjestelmään
F19 + F17 + F14 + F8 + F4 + F2 = 6765 + 2584 + 610 + 34 + 5 + 2 = 10000.
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Äskeisestä esimerkistä nähdään, että Zeckendorfin esitys ainakaan luvulle 10000 ei si-
sällä yhtään paria peräkkäisiä ykkösiä. Tämä pitää paikkansa kaikille Zeckendorfin esityk-
sille kuten todettiin jo tämän luvun alussa. Se että Zeckendorfin esityksissä ei koskaan ole
peräkkäisiä ykkösiä, on suora seuraus Zeckendorfin lauseesta 4.2. Zeckendorfin esityshän
kuvaa Zeckendorfin summaa, joka lauseen 4.2 perusteella ei sisällä peräkkäisiä Fibonaccin
lukuja.
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Luku 5
Zeckendorfin lukujärjestelmä
Nyt päästään työn lopulliseen tulokseen. Loppullisena tavoitteena ja tuloksena tässä työs-
sä on muodostaa uusi täydellinen lukujärjestelmä Zeckendorfin esityksistä ja nyt meillä
on välineet ja perustelut sellaisen tekemiseen.
Lause 5.1. Zeckendorfin esitykset muodostavat täydellisen lukujärjestelmän. Jokainen
positiivinen kokonaisluku on esitettävissä yksikäsitteisesti Zeckendorfin esityksenä.
Todistus. Zeckendorfin lukujärjestelmän täydellisyys on suora seuraus Zeckendorfin lausees-
ta 4.2, joka kertoo, että jokainen positiivinen kokonaisluku on yksikäsitteisesti esitettä-
vissä summana ei-peräkkäisiä Fibonaccin lukuja. Zeckendorfin esitys on vain toinen tapa
ilmoittaa Zeckendorfin summa, joten muita perusteluita ei tarvita.
Muodostetaan nyt esimerkiksi taulukon 3.3 kaltaiset taulukot Zeckendorfin esityksistä.
Laitetaan ensimmäisen taulukon ensimmäiseen sarakkeeseen Fibonaccin lukujonon jäse-
niä taas alkaen vasta lukujonon toisesta ykkösestä. Toiseen sarakkeeseen laitetaan siihen
asti olevilla Fibonaccin luvuilla Zeckendorfin esityksen saavia positiivisia kokonaislukuja.
Toisen taulukon ensimmäiseen sarakkeeseen laitetaan ensimmäiset positiiviset kokonais-
luvut ja toiseen niitä kokonaislukuja vastaavat Zeckendorfin esitykset.
Zeckendorfin lukujärjestelmä on nyt muodostettu ja herää kysymys, mihin tällaista
voisi hyödyntää. Ilmiselvä suuntaus, jossa tätä voitaisi hyödyntää, on salaustekniikka.
Esimerkiksi binäärijärjestelmän avulla kirjoitettu teksti ei näytä vastaanottajan silmis-
sä muulta kuin epämääräiseltä riviltä ykkösiä ja nollia. Tarkoitus avautuu vasta, kun
vastaanottaja tietää millä tavalla merkkejä tulee tulkita. Samoin Zeckendorfin lukujärjes-
telmää voisi käyttää piilottamaan viestin varsinainen tarkoitus. Etuna myös tässä järjes-
telmässä, samoin kuin binäärijärjestelmässä, on se, että käytössä on vain kaksi merkkiä.
Viestit nykypäivänä kun yleensä lähetetään sähköisesti, kahden merkin helppous jänni-
tetason vaihteluina on selvä etu. Eräänlaisen salausmekanismin Zeckendorfin lauseeseen
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Fibonaccin lukujono Esitettävät luvut Kokonaisluku Zeckendorfin esitys
1 1 1 1
2 2 2 10
3 3, 4 3 100
5 5, 6, 7 4 101
8 8-12 5 1000
13 13-20 6 1001
21 21-33 7 1010
8 10000
9 10001
10 10010
Taulukko 5.1: Zeckendorfin lukujärjestelmä.
perustuen ovat kehittäneet Saad Altaful Quader ja Anupam Bhattacharjee Bangladesin
yliopistossa. [12] Tämän työn laajuus ei riitä siihen, että uutena asiana paneuduttaisi
vielä salaustekniikkaan ja Zeckendorfin lauseen tai -lukujärjestelmän käytettävyyteen sii-
nä. Innostuneelle lukijalle voidaan kuitenkin suositella tutustumista kirjallisuutta osiosta
löytyvään linkkiin Quaderin ja Bhattacharjeen salaustekniikasta.
Tähän asti ollaan puhuttu ainoastaan lukujärjestelmistä ja niihin on sisällytetty vain
positiiviset kokonaisluvut. Toinen looginen suunta, johon työtä on luonnollista jatkaa
on vastata kysymykseen, entäs sitten negatiiviset kokonaisluvut? Kymmenjärjestelmässä
negatiiviset kokonaisluvut muodostetaan niinkin yksinkertaisesti kuin laittamalla luvun
eteen viiva, joka kuvaa sen negatiivisuuutta. Zeckendorfin lukujärjestelmässä ei ihan näin
helpolla päästä. Kuitenkin Zeckendorfin esityksen kaltainen esitys on muodostettavissa
myös kaikille negatiivisillekin kokonaisluvuille. Tutustutaan tähän seuraavaksi.
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Luku 6
Esitystapa kaikille kokonaisluvuille
Ennen kuin voidaan edes aloittaa negatiivisten kokonaislukujen esitysten muodostaminen,
tarvitaan uusi lukujono, johon uudet esitykset pohjautuvat. Kantavana teemana tässä
työssä on Fibonaccin luvut ja niiden avulla saadaan tähänkin tarkoitukseen sopiva luku-
jono muodostettua. Uusi lukujono on nimeltään negafibonacciluvut. Negafibonacciluvut
saadaan muodostettua tavallisista Fibonaccin luvuista seuraavasti.
Määritelmä 6.1. Negafibonacciluvut. Negafibonacciluku on Fibonaccin luku negatiivi-
sella indeksillä ja se määritetään tavallisesta Fibonaccin luvusta kaavalla
(6.2) F−i = (−1)i+1Fi.
Negafibonaccilukujen jonolle pätee sama rekursiivinen kaava kuin tavalliselle Fibonaccin
lukujonolle. Seuraava negafibonacciluku saadaan siis aina laskemalla edelliset kaksi jonon
lukua yhteen
Fi = Fi−1 + Fi−2.
Tässä tapauksessa, koska jonon lukujen indeksit jatkuvasti pienenevät, voi olla helpompi
ajatella asia niin, että seuraavaksi pienemmällä indeksillä oleva negafibonacciluku saadaan
laskemalla toiseksi edellisen ja edellisen luvun erotus
Fi−2 = Fi − Fi−1.
Jo negafibonaccilukujen määritelmästä voidaan tehdä kaksi työtä jatkossa helpottavaa
huomiota.
Huomautus 6.3. Negafibonacciluvun indeksin parillisuuden tai parittomuuden vaikutus lu-
vun merkkiin. Siitä miten negafibonacciluku on määritettävissä yhtälön (6.2) avulla näh-
dään, että kun indeksi i on parillinen tulee kertoimen (−1) eksponentista pariton ja kysei-
sestä negafibonacciluvusta negatiivinen. Vastaavasti, kun negafibonacciluvun indeksi on
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pariton, saadaan luvusta positiivinen. Negafibonaccilukujen jonossa siis peräkkäiset luvut
ovat aina erimerkkiset.
Huomautus 6.4. Negafibonaccilukujen suuruuksien itseisarvo. Määritelmästä on suoraan
nähtävissä myös, että ensimmäisen kahden negafibonacciluvun jälkeen negafibonacciluvut
kasvavat itseisarvoltaan jokaisen indeksin i pienenemisen myötä.
|F−i| < |F−i−1|, i ≥ 2.
Laaditaan seuraavaksi algoritmi, jonka avulla löytyy jokaiselle nollasta poikkeavalle ko-
konaisluvulle, niin positiiviselle kuin negatiivisellekin, yksikäsitteinen summa ei-peräkkäisiä
negafibonaccilukuja. Tämä summa on edelleen, edellisen luvun tapaan, jatkettavissa esi-
tykseksi, joka sisältää vain symboleita 1 ja 0. Algoritmissa on viisi mahdollista toimenpi-
dettä riippuen siitä, minkälainen luku on, jolle summaa ollaan muodostamassa. Eri toi-
menpiteitä yhdistämällä peräkkäin saadaan jokaiselle kokonaisluvulle summa. Algoritmi
esitellään tässä siten, että jokainen toimenpide esitetään erikseen ja aina toimenpiteen
jälkeen käydään läpi yksinkertainen esimerkki, jossa pelkästään yhdellä toimenpiteen te-
kemisellä saadaan jollekin kokonaisluvulle summa negafibonaccilukuja. Algoritmin kaik-
kien viiden toimenpiteen esittelyn jälkeen käydään läpi vielä hieman monimutkaisempi
esimerkki, jossa toimenpiteitä yhdistelemällä saadaan summa jollekin kokonaisluvulle.
Algoritmi 6.5. Olkoon tässä n kokonaisluku, jolle halutaan luoda esitys negafibonacci-
lukujen summana. Ainoa määre luvulle n on, että sen täytyy olla nollasta poikkeava.
Nollalle tällaista esitystä ei voida luoda, koska Fibonaccin lukujono ei sisällä lukua nolla
eikä siten sisällä negafibonaccilukujenkaan jono. Jos kuitenkin on tarpeen saada nollakin
tällatavoin esitettyä, voidaan sen sopia olevan negafibonaccilukujen jonon nollas jäsen eli
F0 = 0. Negafibonaccilukujen yhteydessä ei enää ole ongelmaa siitä, että lukujono sisältäi-
si kaksi ykköstä. Vaikka kaksi ensimmäistä jonon jäsentä ovatkin itseisarvoltaan 1, ensim-
mäisen indeksi on pariton ja toisen parillinen, joten ne ovat määritelmän 6.1 perusteella
erimerkkiset.
Toimenpide 1. Jos luku n = F−i, jollakin i, niin luvun n voi esittää summana, joka
sisältää ainoastaan luvun F−i.
Esimerkki 1. Olkoon n = −8. Negafibonacciluku F−6 = (−1)6+1F6 = −F6 = −8. Luku
−8 on siis esitettävissä summana negafibonaccilukuja −8 = F−6.
Toimenpide 2. Jos luku n > 0 on sellainen, että se on Fibonaccin lukujen F2k ja F2k+1
välissä jollakin k > 0 eli voidaan kirjoittaa
F2k < n < F2k+1.
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Tämä väli on kirjoitettavissa negafibonaccilukujen avulla muodossa
−F−2k < n < F−2k−1.
Kirjoitetaan nyt luku n muodossa
n = F−2k−1 + (n− F−2k−1).
Tästä saadaan ensimmäinen negafibonacciluku F−2k−1, joka esiintyy luvun n esityksessä.
Tästä jatketaan tutkimalla äsken laaditun luvun n uuden kirjoitusasun jälkimmäistä,
sulkujen sisällä olevaa, osaa n−F−2k−1. Jos tämä on negafibonacciluku itsessään, voidaan
lopettaa tähän ja kirjoittaa esitys, mutta jos tästä erotuksesta tulee jotain muuta kuin
negafibonacciluku jatketaan algoritmin käyttöä.
Esimerkki 2. Olkoon n = 12. Luku 12 jää Fibonaccin lukujen F6 = 8 ja F7 = 13 väliin.
Nämä on kirjoitettavissa negafibonaccilukujen avulla muodossa F6 = −F−6 ja F7 = F−7.
Saadaan siis
−F−6 < 12 < F−7.
Kirjoitetaan luku 12 muotoon
12 = F−7 + (12− F−7) = F−7 + (12− 13) = F−7 + (−1).
Huomataan, että
−1 = (−1)2+1F2 = F−2.
Luku 12 on siis esitettävissä summana negafibonaccilukuja 12 = F−7 + F−2.
Toimenpide 3. Jos luku n > 0 on sellainen, että se on Fibonaccin lukujen F2k−1 ja F2k
välissä jollakin k > 0 eli voidaan kirjoittaa
F2k−1 < n < F2k
ja edelleen
F−2k+1 < n < −F2k.
Kirjoitetaan tässä tapauksessa luku n muodossa
n = F−2k+1 + (n− F−2k+1).
Samoin kuin edellisessä toimenpiteessä tästä saadaan yksi esityksessä oleva negafibonacci-
luku. Tästä myös jatketaan samoin kuin toimeenpiteessä 2 jäljelle jäävän osan kanssa. Jos
erotuksesta tulee siis suoraan negafibonacciluku, voidaan työ lopettaa tähän ja kirjoittaa
esitys. Jos erotuksesta tulee jotain muuta kuin negafibonacciluku, jatketaan algoritmin
käyttöä erotukselle.
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Esimerkki 3. Olkoon n = 6. Luku 6 jää Fibonaccin lukujen F5 = 5 ja F6 = 8 väliin.
Nämä on kirjoitettavissa negafibonaccilukujen avulla, jolloin luku 6 jää väliin
F−5 < 6 < −F−6.
Kirjoitetaan luku 6 muotoon
6 = F−5 + (6− F−5) = F−5 + (6− 5) = F−5 + 1 = F−5 + F−1.
Toimenpide 4. Jos luku n < 0 on sellainen, että sen vastaluku −n on Fibonaccin lukujen
F2k−1 ja F2k välissä jollakin k > 0 eli voidaan kirjoittaa
F2k−1 < −n < F2k.
Tässä tapauksessa luku n sijoittuu negafibonaccilukujen avulla kirjoitetuun väliin
F−2k < n < −F−2k+1.
Kirjoitetaan nyt luku n muodossa
n = F−2k + (n− F−2k).
Tästä saadaan taas yksi negafibonacciluku, joka esiintyy esityksessä ja taas samoin kuin
edellä tutkimusta jatketaan jäljelle jäävällä erotuksella.
Esimerkki 4. Olkoon n = −7. Luvun −7 vastaluku 7 jää Fibonaccin lukujen F5 = 5 ja
F6 = 8 väliin. Nämä on kirjoitettavissa negafibonaccilukujen avulla, jolloin luku −7 jää
väliin
−F−5 < −7 < F−6.
Kirjoitetaan luku −7 muotoon
−7 = F−6 + (−7− F−6) = F−6 + (−7− (−8)) = F−6 + 1 = F−6 + F−1.
Toimenpide 5. Jos luku n < 0 on sellainen, että sen vastaluku −n on Fibonaccin lukujen
F2k ja F2k+1 välissä jollakin k > 0, voidaan negafibonaccin lukujen avulla kirjoittaa
−F−2k−1 < n < F−2k.
Kirjoitetaan luku n nyt muodossa
n = F−2k + (n− F−2k).
Toimitaan taas samoin kuin aiemmissakin toimenpiteissä.
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Esimerkki 5. Olkoon n = −4. Tämän vastaluku 4 jää Fibonaccin lukujen F4 ja F5 väliin.
Nämä on kirjoitettavissa negafibonaccilukujen avulla, jolloin luku −4 jää väliin
−F−5 < −4 < F−4.
Kirjoitetaan luku −4 muotoon
−4 = F−4 + (−4− F−4) = F−4 + (−4− (−3)) = F−4 + (−1) = F−4 + F−2.
Käydään läpi vielä yksi esimerkki, jossa suoraan yhden algoritmin toimenpiteen jälkeen
ei päästäkään haettavaan summaan, vaan algoritmia on toistettava useamman kerran.
Esimerkki 6. Olkoon n = −40. Tämän vastaluku jää Fibonaccin lukujen F9 = 34 ja
F10 = 55 väliin eli käytetään toimenpidettä 4. Nämä Fibonaccin luvut ovat kirjoitettavissa
negafibonaccilukujen avulla, jolloin luku −40 jää väliin
F−10 < −40 < −F−9.
Kirjoitetaan luku −40 muotoon
(6.6) −40 = F−10 + (−40− F−10).
Jatketaan algoritmin käyttöä erotukselle
−40− F−10 = −40− (−55) = 15.
Luku 15 jää Fibonaccin lukujen F7 = 13 ja F8 = 21 väliin eli käytetään toimenpidettä 3.
Nämä Fibonaccin luvut ovat kirjoitettavissa negafibonaccilukujen avulla, jolloin luku 15
jää väliin
F−7 < 15 < −F8.
Kirjoitetaan luku 15 muotoon
(6.7) 15 = F−7 + (15− F−7).
Jatketaan algoritmin käyttöä erotukselle
15− F−7 = 15− 13 = 2.
Luku 2 on itsessään negafibonacciluku
(6.8) 2 = F−3,
joten käytetään toimenpidettä 1.
Yhtälöistä (6.6), (6.7) ja (6.8) voidaan nyt lukea luvun −40 esittämiseen tarvittavat
negafibonacciluvut ja saadaan
−40 = F−10 + F−7 + F−3.
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Vastaavaan tapaan kuin muodostettiin Zeckendorfin summan avulla Zeckendorfin esi-
tykset, voidaan tässä kaikkien kokonaislukujen tapauksessakin tehdä esitysmalli koko-
naisluvuille. Tämäkin esitystapa sisältää vain ykkösiä ja nollia ja samalla tavalla kuin
aiemmin ykkönen kuvaa sitä, että kyseisellä paikalla olevaa negafibonaccilukua käytetään
summassa ja nolla kuvaa sitä, että kyseisellä paikalla olevaa negafibonaccilukua ei käytetä.
Esimerkin luku −40 olisi tällaisessa esitysmuodossa siten 1001000100.
Algoritmin avulla voidaan muodostaa mille tahansa kokonaisluvulle summa negafi-
bonaccilukuja. Näin saatava summa on myös yksikäsitteinen. Näiden osoittaminen on
kuitenkin pitkä ja työläs tehtävä ja se jätetään tämän työn ulkopuolelle. Austraalialai-
sen Wollongongin yliopiston professori Martin Bunder julkaisi tälle todistuksen vuonna
1990. Todistus on julkaistu myös julkaisussa The Fibonacci Quarterly vuonna 1992. Kir-
jallisuutta osiosta löytyy linkki The Fibonacci Quarterlyn artikkeliin, joka on luettavissa
internetissä. [13]
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